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Esercizio n. 1

XX XX XXX XXX XXXXXX
Esercizio n. 2

XX XX XXX XXX XXXXXX
Esercizio n. 3

Studiare la convergenza e, se possibile, calcolare la somma della seguente
serie numerica:

i (—1)**+4(4n + 5)
= n?+3 '

Svolgimento

Poiché si tratta comunque di una serie a termini positivi essendo il termine
(—1)?*4 sempre 1 per ogni valore di n, utilizzando il criterio del confronto si
puo concludere che essa é divergente allo stesso modo della serie armonica.

Esercizio n. 4
Determinare gli eventuali punti critici della funzione

fw,y) = (2 = 1Y

e discuterne la natura.
Svolgimento
I punti critici si ottengono risolvendo il sistema

Fal@,y) = @ D2z — 1) + (@ — 1)2(y° — 1)] = 0,
fy(z,y) = 6“’(93*1)(17 —1)22(3y?) = 0.

I3
(x—1D)2+ @-1)*-1]=0, y?z(xz—-1)2=0.
yix(x —1)2 =0.

Le soluzioni sono date da

1. e x =1, costituita da punti di minimo assoluto, dal momento che la
funzione é non negativa e sulla retta x = 1 si annulla.



« A=(0,¥3), B =30

Per determinare la natura dei punti A e B vanno calcolate le derivate
seconde, ottenendo

Fue ) = €W DR 4 4z — 1)(5P — 1) + (2 — 12(5 — 17, Fu() = " D[2(z — 1),
Fay(@,y) = e D[22 — Dady? + 3y (@ — 1) + (@ = 12232 (y° = 1)), fyy(@,9) = (@ — 1)%ze”@ =D
Fyu(@,y) = (z = 1)%2e?@ = V[6y + 9y'a]

La matrice hessiana nei punti A e B ¢é data da

Il punto A é di sella, per il punto B non si pué dire nulla guardando solo
la matrice hessiana, il cui determinante é nullo.

Esercizio n.5
/ 2, _ e “sinz
a) v+sy VY

y(z)=1
b) y" — 27y = =

)

D=

Svolgimento:

a) E? un’equazione di Bernoulli che si puo riscrivere nella forma

2
Y'Y+ gy\/ﬂ =e "sinz.

Poniamo
1.
3
yz = Z
allora
2 §yéy’
2
sostituendo
2 2



E’ un’equazione lineare del primo ordine la cui soluzione &

2(z) =e S [/ efdzge*‘” sin zdx + C:|

z(z) =" [/ geze_z sin zdx + c]
_ 3
z(z) =e"" [—2 cosx + c}

—x

3 —x
z(x) =ce™ — 5¢ "cosz

Ritornando alla funzione y(x)

Wl

y(z) = {cew - gefi cos :E]

e imponendo la condizione iniziale

la soluzione ¢

b) Calcoliamo la soluzione della equazione omogenea associata y”’ — 27y = 0
, il cui polinomio caratteristiche ammette le seguenti radici:

NM—2T = 0=>A=3)(A\+31+9)=0
y
3 3
)\1 = 3, )\2’3— 52\/§:|:§

da cui
3z _3z 3 . 3
Yo(x) = Cre’* + e~ 2 C’gcosix/ga:—Cgsmi\/gx .

A questo punto conviene semplificare I’espressione della equazione assegnata

;4w 1
y" =21y = o i(cos? 2z — 5)
I
0Ty = i(cosdx +isindx) }icos iz
2 2
I
" 1 .
y=2Ty = 5 sin 4z,



di conseguenza la particolare risulta del tipo
yp(x) = Acosdx + Bsindx

le cui derivate risultano

yp(z) = —4Asindx +4Bcosdx
y,(r) = —16Acos4r — 16Bsindx
y;/ (x) = 64Asindx — 648 cosdx

che sostituite nell’espressione della equazione assegnata otteniamo:

1
64Asindx — 64B cosdx — 27(Acosdx + Bsindz) = —3 sin 4z
I
1
sindx(64A — 27B) 4 cosdx(—64B — 27A) = —3 sin 4z
da cui
644 —27B = —3
—64B —27TA =0
le costanti risultano: A = —& e B= %, che sostituite nell’espressione della

soluzione particolare, ne risulta 'integrale generale seguente:

27
osdxr+ sin4x.

32 .
4825 9650

y(z) = Cre3* e 27 (02 cos gx/gx — C35sin :23\/§x>

Esercizio n. 6
Determinare il valore dell’integrale curvilineo

3
X
L —
L(y +1)2

dove «y & la curva di equazioni parametriche

x(t) = 2t_1
{ y(i))z 3t—1 tell,2].

Svolgimento
A partire dalla parametrizzazione della curva, ricaviamo

da cui
, 4 4
||’}/(t)H: 9+t747 ds = 9+t74dt

4



L’integrale curvilineo dunque risulta:

5 2 37/4
x 8 8 1
—— _ds = — [ VAt 1+ 9t dt = —(—— dz =
A@HPS 9/ * &1&/ﬁz
1 13
3/2
— _i g —133/2
27 4
tramite la sostituzione
z2=9+4t7%

Esercizio n. 7:
Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = (sinz + y)dr + (siny + z)dy,

studiarne il dominio, la chiusura, l'esattezza e determinarne 1’ eventuale
primitiva. Calcolarne poi l'integrale curvilineo lungo ’arco di sinusoide fra
l'origine e il punto di ascissa m
Svolgimento:
0] 0
Poiche a—(sinm +y) = a—(siny + ) = 1, la forma risulta chiusa in R?
x
quindi esatta. La primitiva &
f(z,y) = —cosx —cosy + xy + ¢

e lintegrale curvilineo vale
/w = f(mw,0) — f(0,0) = —cosm — cos 0+ cos 0 + cos 0 = 2.
¥
Esercizio n. 8

Calcolare il flusso del campo vettoriale f‘)(x, y,2) = (3z + 2y) T+ (4z) 7 +
—
(r —y) k attraverso la superficie cilindrica S di equazioni

T = cosu
y=sinu 0O0<u<2r, —1l<ov<l1
z=v

Svolgimento

Flusso = /S (?77) do

— .
La normale alla superficie ¢ 7 = (coswu,sinu, 0)

Flusso = // ((3cosu + 2sinu) cosu + 4v sinu) dudv
D



doveD:{(u,v)€R2:0§u§27r , —1<v<1}

27 1
Flusso = / / (3 cos? u + 2sinu cosu + 4v sin u) dudv =
0o J-1
2 1 . o 27
= [ [ seos uuan = [ﬂ —6r
o Jo 2 0
(il secondo e il terzo integrale sono nulli)

Esercizio n. 9
Calcolare il seguente integrale

2 dzd
= dady,
/[)\/2:10—362 Y

dove D ¢ il dominio delimiato dalla retta y = 0, dalla curva di equazione y =
log, = e dalla retta di equazione y = —3.

Svolgimento:

Innanzitutto rappresentiamo graficamente il dominio, che risulta:

di conseguenza, trattandosi di un dominio normale rispetto ad y otteniamo:
D={(z,y): 3<y<0,0<z<2Y} siha

0 2:‘/
d
/ Zydy/ .
-3 0 vV 2x — 2132
0
1
= / 2Y <27r — arcsin (1 — 2y)> dy
-3

o 4 0
= / 2y§7rdy - / 2Y arcsin (1 — 2¥) dy
-3

dxdy

[

-3
7T ow 1 1 7 L7
= 16h12—|—1n2<1—8v15—8ar(:81n8>
in particolare l'integrale f_03 2¥ arcsin (1 — 2¥) dy si risolve come segue:
0 1 0
/ 2Yarcsin (1 —2Y)dy = (ponendot=1-2Y)=—— arcsin t dt
3 In2 7/8
1 1 7 7
= —(1—-—=Vv15—= in—|.
2 < 3 5 3 arcsin 8)

Esercizio n.10
Calcolare la derivata direzionale della funzione

fla,y) = @ +y%)°

nel punto P(1,1) e lungo la direzione della retta y = 2z nel verso delle ascisse
positive.



Svolgimento
Essendo la funzione differenziabile risulta che

7]
2L (0,10) = Vi (z0,0) V.

I—=

La direzione v richiesta risulta quella del versore (5\/5,% 5) , mentre il
gradiente nel punto assegnato & pari a

Vi(z,y) = (16x (962 + y2)7 , 16y (x2 + y2)7) = Vf(1,1) = (2048, 2048);
da cui segue che

o 1 -2 1 2 20483
8%(1, 2) = (2048, 2048) - (5\/5, 5\/5> = 20485\/5—1— 20485\/5 = T\fa



