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1. In R? con la struttura di spazio euclideo definita dal seguente prodotto
scalare:

uU-v= (Ul,UQ) : (01702) = 2u1v; + U2

si considerino le due rette:

r=1-—1

r:2z—y+1=0, 8:{y=—3—|—t’

a) calcolare una base ortonormale di R? a partire dai vettori direzionali di 7, s;
b) calcolare ’angolo formato dai vettori direzionali di r, s.

Soluzione

a) I vettori direzionali delle rette r ed s sono rispettivamente v, = (1,2) e
vs = (—1,1). Osserviamo che

vl = V2-124+22=6
os] = 2- (1) +12=V3
vpovg = 2-1-(=1)4+2-1=0

quindi v, & ortogonale a vs e pertanto per trovare la base ortonormale
cercata basta dividere i due vettori per la propria norma, ovvero

s={(%e %) (-5
V6 V6 T\ V3TVB
b) Da quanto visto al punto precedente, si ha v,, vy = 3

2. Data I’endomorfismo di R3, la cui matrice rappresentativa ¢ data da:

11 -2
A= 3 0 -1 |,
41 -3

(a) calcolare la dimensione e una base di ker f e di Im f;
(b) calcolare f=*(0,—1,1);

(c) dire se f & diagonalizzabile su R e su C.

Soluzione



a. Osserviamo che |A| = 0e|A; 2.23] # 0, quindi dimIm f = rkA = 2 e una sua
base & Brm ¢ = {(1,0,1),(—-2,—1,-3)}, mentre dimker f =3 —rkA =1
e una sua base si ottiene risolvendo il sistema lineare ridotto:

y—22=—x
—z= -3
da cui ker f = {(z, 5z, 3z) |z € R} e una sua base ¢ By, = {(1,5,3)}.

b. La controimmagine richiesta ¢ data dalle soluzioni del sistema lineare:

r+y—22=0
3r—z=-1
de+y—3z2=1

Osservando che rkA = 2 e rkA’ = 3, abbiamo f~1(0,—-1,1) = @
c. Gli autovalori di f sono dati dalle soluzioni dell’equazione caratteristica:

1-h 1 —2
|JA—hIl=| 3 —h -1 |=-h>-2n2-3h=0
4 1 —-3-h

le cui soluzioni sono 0, —1 + iv/2. Poiché abbiamo un solo autovalore su
R e tre autovalori distinti su C, concludiamo che f non ¢ diagonalizzabile
su R ed é diagonalizzabile su C.

3. Studiare la convergenza e, se possibile, calcolare la somma della seguente

serie numerica: -
pt n log n

Soluzione
La serie é convergente poiché a segni alterni, decrescente ed infinitesima.
Per capire che é decrescente si pué ad esempio calcolare la derivata prima di

Tr+1 , . .
zlogr © vedere che é < 0 da un certo punto in poi.

4. Determinare i punti di massimo e minimo relativi e assoluti della funzione:
fla,y) =y aV™.

Soluzione
Il campo di esistenza della funzione risulta (0, +00) x R.

fo=1> (f( logz+1)) fy:2y~:c\/5

fy:2y'xﬁ



Da cui
Vf=1(0,0)
se e solo se y = 0.
Tale semiretta (i. e. (0,+00) x {0}) é di minimo assoluto poiché la funzione

é sempre non negativa. La funzione non ammette massimi assoluti o relativi dal
momento che la funzione tende all’infinito per = ed y che vanno all’infinito.

5. Calcolare 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali
a. 922y + 22y —T)+y +7=0
b. y!V — 16 = cos®z

Soluzione
a. Per risolvere I’equazione differenziale occorre riscriverla come segue:

9% + 22y =) +y' +7 = 0

=

, T —T7
922422 +1

che ¢ a variabili separabili, per cui

_/ Tw-1
vo= 922 4 22 + 1
J
7 2 1 35 35 9 1
Yy = wln<$2+9$+9>+%\/§ﬂ—w 2arctan\[2<4x+4)

b. Per risolvere I’equazione differenziale occorre riscriverla come segue:

y" —16y = cos’z

4

1 1
3 + 3 cos(2x)

y//// — 16y
la cui equazione caratteristica risulta:
M-16=0
che ammette soluzioni in A o = £2 e A\; o = £27 da cui
Yo = €127 + coe ™% + ¢5c08 2T + c3sin 2z

mentre la particolare risulta

yp = A+ x(Bcos 2z + Dsin2x),



da cui

d
y = . (A+ z(Bcos2z + Dsin2z)) = Bcos2x + Dsin2x — 2Bz sin 2x + 22D cos 2z
i
d
y' = d—(B cos 2z + D sin 2z — 2Bz sin 2x + 22D cos 2x) = 4D cos 2o — 4B sin 2 — 4Bx cos 2¢ — 4l
i
d
y" = d—(4D cos 2z — 4B sin 22 — 4Bx cos 2z — 42D sin 2x) = 8 Bx sin 2¢ — 12D sin 22 — 12B cos 2z —
i
d
y" = . (8Bzsin 2z — 12D sin 2z — 12B cos 2z — 8xD cos 2x) = 32B sin 2z — 32D cos 2x + 16 Bx cos 2
i
che sostituendo restituisce
1 1
y" — 16y = 3 + 3 cos(2:
I
1 1
32Bsin 2z — 32D cos 2z + 16 Bz cos 2z + 162D sin 2x — 16(A + (B cos 2z + Dsin2z)) = 3 + 5 cos(2:
I
—64D cos®x + 64B coszsinz + 32D — 16A = cos’z
da cui
—16A+32D =0
B=0
_ 1
~ T 64
le cui soluzioni sono A = —3%, B =0,D = —6%1, che sostituiti nella
soluzione particolare diviene:
= 1% 4 cpe %" 4 c3c08 22 + ¢y sin 2z — 1 i:lcsin2m
y=a 2 3 3 32 6

6. Si determini il valore dell’integrale della funzione f(z,y) = = esteso alla
curva di equazioni parametriche

{ z(t) = 3+ 2cos(t?)
y(t) = 1+ 2sin(t?)

dal punto di coordinate A = (34+/3,2) al punto B = (2,1++/3), in senso
antiorario.

Soluzione

Possiamo subito scrivere

{ o' (t) = —4tsin(t?)

y'(t) = 4t cos(t?)

S



quindi ds = 4|t|dt. Vediamo che nell’intervallo che ci interessa ¢ possibile
scegliere t positivo, infatti & facile verificare che i punti A e B corrispon-
dono rispettivamente ai valori t? = 7/6 + 2km e t3 = 27/3 + 2km, quindi
scegliendo k = 0, 'integrale diventa

VI —

/ zds = / (3+2cos(t2))4tdt = [6t2 + 4sin(t)] V" = 3r42(v3-1)
y /71'/6 \/7/6

7. Data la forma differenziale lineare

2 2
_ erydx_'_ T+ 2y
a? +xy zy +y?

w(,y) dy,

studiarne l'insieme di definizione, la chiusura e 'esattezza, e se ¢ il caso
determinarne le primitive. Determinare poi il valore dell'integrale della
forma differenziale sul segmento di primo estremo A = (2,1) e secondo
estremo B = (1,1).

Soluzione

L’insieme di definizione ¢ dato da tutto R?, ad esclusione dei due assi e
della bisettrice di 2° e 4° quadrante, che non & connesso, ma ¢ 'unione di
6 aperti disgiunti e semplicementre connessi.

La forma differenziale & chiusa, dato che

da  Ob 1

oy Oz (x+y)?

La forma differenziale ¢ esatta su ciascuna delle 6 componenti connesse in
cui ¢ suddiviso I'insieme di definizione, dato che ¢ chiusa e per le considerazioni
fatte in precedenza sull’insieme di definizione.

Determiniamo le primitive:

2$+y 2
f(z,y) /x2+mydwzlog|w +zy| + c(y)
of /
aiy - x2+xy+c(y)
e da df/dy = b ricaviamo
T , z+2y 1
x2+xy+c(y) xy+y2’c(y) y’c(y) gyl +F.

quindi, in definitiva
f(z,y) =log|z? + zy| + log |y| + k = log |22y + zy?| + k = log |zy(z + y)| + k.

L’integrale della forma differenziale ¢

/w = f(zB,yB) — f(®a,ya) =log2 —log6 = —log 3.
Y



8. Calcolare il seguente integrale superficiale:

/S (2zy) do

dove S ¢ la parte di superficie del cilindro (x2 + yz) =4 con0<z <3,
x>0

Soluzione

La formula per il calcolo dell'integrale superficiale &
I= // 9(z,y)V A2 + B2 + C?dzdy
D

dove,in questo caso, g (z,y) = 2zy, VA2 + B2+ C?=2eD = {(z,y) € R* : 0<2?+y?> <4}.Una
rappresentazione parametrica della superficie é:

= 2cosf
y=2sinf 0€ [—
z=2z

I= /Qxyda :4// (zy) dzdy
s D

Utilizzando le coordinate polari:

™ T
§,§:| ,0<Z<3

T = pcosf
y = psinf
conD:{(p,G): 0<p<2 —gg@gg}sio‘utiene

S

2 jus
1:4/ p3dp/2 cos@sin9d047r{
0 —

472 1 5
. 4:| . |:2 Sin2 0:| - = 0
2

us
2

9. Calcolare il seguente integrale doppio
/ / 22dxdy
p

D:{(x,y)GRQ: 0<z<y; 9§x2+y2§16}

dove D é il seguente insieme

Soluzione
Questo integrale doppio puo essere risolto utilizzando le coordinate polari:

T = pcosf
y = psinf



10.

L’ insieme D puo essere riscritto nel seguente modo

D={(p0): 3<p<s T<o<

}

[V

T
4
quindi

4

2 4 T 2 2 3 z 1—si 2
I—// da:dy_/ p / pC?S 9d9 dp = P / .sm edﬁz
ly| = |psind| 31, = sin 6

1
337 {ln (tanZ) G}i = % {ln (tan%) — g —In (tan g) + %} = %

(Facoltativo) Dimostrare che la derivata parziale di una funzione ¢ un
caso particolare della derivata direzionale, ovvero provare la validita delle
seguenti eguaglianze per una funzione derivabile f(x,y):

of of

a?(?) = ﬁ(?)
of — _ Of —
Biy(:B) = a—@,(x)

segliendo opportunamente il vettore direzione.
Soluzione

Dimostriamo la prima delle due eguaglianze, scegliendo come versore v =
(1,0):

9 (&) = tim f(@ + W) - f(7)
ov h—0 L
o E4R(L,0) -~ A(T)
h—0 h
o L)+ (1,0) — fey)
h—0
= lim f((x+h,y)—f(x,y)
h—0 h
of —
= (@)

Allo stesso modo si prova la seconda scegliendo come versore v = (0, 1).

(

s
3 J=
4

fgfln

I
sin 0

>d9:

(un))



