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Esercizio 1
Si considerino i seguenti sottospazi di R*:

V= {(x,y,zj) eR*: m—y:z—t:0},
W =((1,2,1,0),(-1,0,1,1),(2,1,0,1)).
a. calcolare la dimensione ed una base di W + V;

b. dire se il vettore (—1,—1,4,—2) appartiene a VN W.

Svolgimento

a. Calcoliamo una base di V risolvendo il sistema dato otteniamo By =
{(1,1,0,0),(0,0,1,1)}. Osserviamo che i generatori dati per W sono lin-
earmente indipendenti, quindi sono una base di W . Unendo le due basi,
otteniamo un sistema di generatori per W + V. Osservando che il rango
della matrice avente per righe i generatori trovati ¢ 4, si conclude che
W +V = R* e pertanto una sua base & la base canonica di R*.

b. Osserviamo che il vettore dato non appartiene a V' poiché non soddisfa la
seconda delle equazioni di V', quindi non appartiene a VN W.

Esercizio 2

Sia f : R?* — R? I'’endomorfismo tale che

flz,y,2) = (x+y—22z+3y+ 2 3z + 4y)

a. Calcolare la dimensione ed una base di ker f e di Im f .

b. Dire se f & diagonalizzabile su R e C e se f & ortogonalmente diagonaliz-
zabile su R.

c. Calcolare una base per ciascun autospazio.

Svolgimento



a. Sia
1 1 -1

A= 2 3 2
34 0
la matrice canonica di f. Si ha rkA =2 = dimIm f (basta osservare che
det A =0 e |Asz3.23] #0), quindi una base di Im f & data dalle ultime due
colonne di A. Inoltre dimker f =3 —rkA =1 e per trovare una sua base
risolviamo il sistema lineare ridotto

Jy+2z=-2z
dy = -3z
che ha come soluzioni (z, f%m, %x), per z € R, quindi una base ¢ costituita
dal vettore (8, —6,1).

b. Gli autovalori della matrice A sono 4 e 0 rispettivamente di molteplicita
algebrica 1 e 2. Osservando che rkA = 2, si ham, (0) = 3—2 =1 # m, (0),
da cui si conclude che f non é diagonalizzabile né su R né su C, né quindi
puo essere ortogonalmente diagonalizzabile.

c. L’autospazio relativo all’autovalore 0 coincide col ker f, gia calcolato al
punto a). L’autospazio relativo all’autovalore 4 corrisponde allo spazio
delle soluzione del sistema lineare omogeneo relativo alla matrice

-3 1 -1
A—4l = 2 -1 2
3 4 -4

il cui rango & 2 (basta osservare che |41 2,12| # 0), percio dimVy =3—-2 =
1 e per trovare una sua base risolviamo il sistema lineare ridotto

—3r+y==z
20 —y = —2z2

le cui soluzioni sono (z,4z, z), per z € R, quindi una base & costituita dal
vettore (1,4,1).

Esercizio 3
Studiare la convergenza e, se possibile, calcolare la somma della seguente
serie numerica:

S G+ )"+ (VB VOsin(E + 5)

n
n=1

Svolgimento:



Prima di verificare la condizione necessaria di convergenza di una serie nu-
merica, conviene, utilizzando la formula di Eulero e la formula di addizione del
seno, semplificare ’espressione del temine generale della serie:

4e'™ e m - —4
oo lEta ) +(V2-VEsinE+E)  Getntl) -1
n — n - n )

da cui risulta:

= (bt 4y

Verifichiamo la validita della condizione necessaria:

i (A

n— oo n

=0.

A tal punto utilizzando il criterio del confronto asintotico con la serie ar-

monica
o0
>
n?’
n=1

risulta, posto b,, = #

—4
(L+i+1) " -1
lim dn - _ lim Tll
n—oo bn n— oo P
1 1 —4
oy Grtatl) -l
n—oo l
n
Posto m = % si ha:
Lyl 2 1)1
lim (FJFEJF) — = lim (m +m+) —
n— 00 1 m—0 m
n
oy (m2—|—2m+1—m)74—1
o mlgO m
2 —4
o
= a2 m '
utilizzando il limite notevole
1 k_1
lim (L) —k
x—0 X



risulta

2m+1-m) -1
m—0 m m—0 m

In definitiva in base al criterio del confronto asintotico la serie converge.
Esercizio 4

Determinare i punti di massimo e minimo relativi della funzione
fla ) = el 200t

Svolgimento
Calcoliamo il gradiente della funzione

Vi = (GhE) @

_ (6(1372m)(y+1) (33?2 _ 2) (y + 1) ,e(m3,2x)(y+1)z(m2 _ 2)) )

Imponiamo che il gradiente sia nullo allo scopo di calcolare i punti stazionari
della funzione:

e(#22) (Wt (332 _9) (y+1) =0
e(””g_2‘”)(3”'1)30(9122 -2)=0

che risultano A(0, —1), B(—v/2,—-1),C(v/2,-1).
Calcoliamo 'hessiano:

H(w,y) = el "2) 0D E (3, ),

dove
lry) - (y+1) (62 + 4y — 1222y + 9zty — 1227 + 92* +4) (32 — 2) (2%y — 2z — 2zy + 23 + 1)
o= (322 — 2) (2%y — 2z — 2zy + 2 + 1) x? (:c272)2 ’
)
H(z,y) = ele"-22)@w+) (162 — 322%y + 362°y — 1227y + 162y + 1227 — 322% — 92* + 362° — 1227 — 4)

da cui segue che, essendo

H(A) = -4
H(B) = H(C)=-16

i punti stazionari A, B, C rappresentano per la funzione dei punti di sella.

Esercizio 5
Risolvere i seguenti problemi:



a. Analizzando il polinomio caratteristico relativo alla seguente equazione
differenziale -
y" — 4y + 3y — 12y = ** cos(g + )

verificare che y(z) = cos 3z & una soluzione e calcolarne, inoltre, I'integrale
generale.
b. Risolvere il seguente problema di Cauchy

{ V 1;—z2 (Qxyg;—&-y) +y3(x) =0
y(1) =2

Svolgimento

a. Riscriviamo ’equazione come segue:

1 1
Yy — 4y + 3y — 12y = ezm(ix/gcosx ~3 sinz).

Affinché y(z) = cos3z = e"*(cos 3z) sia soluzione dell’equazione differenziale

deve risultare che A 2 = £37 + 0 siano radici del polinomio caratteristico:
P(\) =X —4)\* + 3\ - 12,

il quale ammette le seguenti radici: Ay = 4, Mg 3 = i\/gi; da cui P(X1,2> # 0,
ossia y(x) = cos 3z non & soluzione.

Calcoliamo 'integrale generale della equazione differenziale, in particolare la
soluzione della omogenea risulta:

Yo(x) = 1™ + ¢y cos V32 + c3sin V32

calcoliamo la particolare:

yp = e** (Acosz + Bsinx)

da cui

d
Y, = 7 (e*" (Acosz + Bsinz))

e?® (2Acosx + Bceosz — Asinz + 2Bsinx)

d
yy = e (e*" (2Acosz + Beosz — Asinz + 2Bsinz))
= ¢*(3Acosz +4Bcosx — 4Asinx + 3Bsin)



d , 9y
yy = = (e 2 (3Acosx + 4B cosx — 4Asinz + 3B sinz))
= ¢*(2Acosz + 11Bcosx — 11Asinz 4+ 2B sin )

da cui

e?* (2Acosx + 11Bcosx — 11Asinz + 2Bsinz) — 4(e?*® (3Acosx + 4B cosx — 4Asinx + 3Bsinx))+
+3(e** (2Acosz + Beosx — Asinz + 2Bsinz)) — 12e* (Acosz + Bsinz) = €2* cos(§ + )

ossia
2sinz(A — 8B) — 2cosx(B + 84) = 33 (cosz) — Lsinz
4

A-8B=—7 ’

B+84A=-13
le cui soluzioni sono A = —62—5 3 — 260,B = 61 ﬁ\/g, da cui segue

. 2

y(x) = c1e* 4o cos V3x+c3 sin V3x4-e2* [(—\f - 260) cos T + (65 - 260\f> sm:r} .

b. Risolviamo ’equazione differenziale

y(z) . 3

= 4+ —y"(z) = 0;
. Y (

si tratta di una equazione di Bernoulli in cui a@ = 3. Dividiamo tutto per
y3(x) ed otteniamo

2y’ () +

2y (x) _ o T
y3(x) v (@)r Vi4a?
poniamo z(z) = y~2(x), da cui essendo 2'(x) = —2y~3(2)y’ () risulta
2 (z) = _2x) L J(x) = 2(x) z

—_—— = = + —.
T V1422 T V1422

Trattandosi di una equazione lineare del primo ordine individuiamo i coef-
. . 1
ficienti a(z) = - e b(z) = 7= da cul essendo A(z) = [Ldz = loglz], e
supposto z > 0 risulta

elog T

x[ln
y(z) = 2V { [1n(x+\/71)+c]}

I
—~
8
~
Il

/e logw\/idx—%—c)
m+\/l”27ﬂ) c}

VRS

/N

—1/2



calcoliamo

y(1) = {@+VITD)+} "
—1/2

= [ln(l +V2) + c} ,

da cui essendo

}71/2

{ln(l-l-\/i)-l-c :2$c:i—ln(\/§+1),

segue

y(z) = {g; [m (m—|— x2+1> —I—%—ln (\@+ 1)”_1/2.

Esercizio 6:
Determinare il valore dell’integrale

/\/1+xfy2ds,
¥

dove v ¢ la curva di equazioni parametriche:

{ ZE(%):: ooote 0.3

Svolgimento
Si ha

t) = it 1, )
) = cost = ds = 4t + cos? tdt

w/2 1 1
/\/1+x—y2ds:/ 1+ —t2 —sinty/ =2 + cos? tdt =
8 0 1 1

Hae! 2 2 1 2
:/0 <4t + cos t)dt:%ﬂ'(ﬂ' +24).

quindi

Esercizio 7:
Calcolare il lavoro compiuto dal campo vettoriale

22 x?

— 2 T3 272
Pl = [ 2.7 (1-22)
Yy Yy

per spostare un corpo di massa unitaria lungo la circonferenza z? — 4z +y2 —
6y + 12 = 0 a partire dal punto P = (3, 3) al punto P’ (2,4).



Svolgimento:
Il campo vettoriale & definito in 2 = {(x, y) € R?: y# 0} che ¢ un insieme
semplicemente connesso.

Inoltre si ha: )
oV, OV, 22 (g 4a3
_ = — = —ev —_ 4+ —
oy ox y2 oyt
quindi il campo & conservativo (o equivalentemente la forma differenziale w (z, y) =

ev? %“"dm +ev? (1 — 27/%2) dy ¢ esatta).

22

Il potenziale (o primitiva della forma) ¢ F (z,y) = ev?y + c.
Il lavoro si ottiene come differenza del potenziale:
L=F(2,4)— F(3,3) = 4ei — 3e.

Esercizio 8:
Determinare il valore dell’integrale

do

)

/ z
S\/l—f—cos?\/m

dove S ¢ la superficie di equazioni parametriche:

z(u,v) =vcosu
(u,v) o
y(u,v) =vsinu (u,v) € 63
z(u,v) = sinw
Svolgimento
Si ha
Oz; .
t, = —€e, = —vsinue; +vcosues
ou
8LE1' .
t, = —e€; =cosue; +sinues + cosves
ov
da cui
€1 €2 €3
n=t,xt,=| —vsinu wvcosu 0 = U COSVCOS U €14V Ccosvsinue,—v e
cosu sinu  cosv
In| = \/v2%(cos?v + 1)
quindi

do = Y Vv2(cos?v+1)dudv =

z
/S\/lJr(:osQ\/:chry2 D V1 + cos® Vo?

7\'/3 7\'/3 3 3 1 1
= / vsinv dudv = / du/ vsinvdv = [u]ﬂéﬁ[fv cosv + Sinv]ﬁﬁ6 =_7 <
D /6 /6 T 4 6 \12
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Esercizio 9:
Determinare il valore dell’integrale

sul dominio piano delimitato dalla retta x = 1, dalla bisettrice del 1° quadrante
e dalla circonferenza di centro l'origine e raggio 1.

dzx dy

Svolgimento

Tenendo conto che
x=1 = pcosh =1

si ha in coordinate polari

[y [
D\ J(a? +y2)° D’
4

™/ 1 1/ cos 6 /4
= / cos? @ {—} do = / cos? 0 (1 — cosf) df =
0 Pl 0

2 2 /4 1/ cos 6 2
L(fe pdpdf = / de/ el 0 =
P 0 1 p

/4 1 1 T4
= / (cos? 0 — cos® ) df = [2 (0 + sinf cosf) — sin 6 + 3 sin® 9} =_7—
0

Esercizio 10:
Stabilire per quali valori di k& la funzione

2 2\k
sen={ 6 Gz

¢ differenziabile nel proprio dominio.

Svolgimento

Prima di studiare la differenziabilita, analizziamo la continuita della fun-
zione:

: 2 2\k
(ryy%lgl((w)(x v

di conseguenza la funzione risulta continua solo nel caso in cui k& > 0. In tal

caso studiamo anche la differenziabilita, innanzitutto verifichiamo D’esistenza

del gradiente della funzione, per cui in particolare calcoliamo le derivate parziali

della funzione

0 se k>0
+o00 se k<0’

k
2
of o faahy) - fwy) o |OFRRO) 0
o "0 = h (0.07= iy h =TS =
- 0+ 0+02]" =0 2%
0 0) = pim @YD= @) o gy OFOFDT 20 (0 B8 ke
By 1—0 l h—0 l h—0 [ h—0

S
o 8 12

1
24+ -,
\f+4

{

{

0

+

o0

0 se
+00

S



di conseguenza il Vf(0,0) esiste per k > % da cui

f(xvy) — f(OvO) — Vf(0,0) ) ('T’y)

lim = lim
(z,y)—(0,0) l|(z,y)ll (z,y)—(0,0)

dunque la funzione ¢ differenziabile per k > %

10

($2 + y2)k B

—_— = lim
Va4 y? o (2y)—(0,0)

(z*+y*)"



