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Introduzione

In quanto segue tutte le quantita rappresentate in grassetto devono essere con-
siderate vettori, e in quanto tali, nella scrittura manuale per convenzione ven-
gono scritti con un segno ondulato sotto la lettera.

Per quanto riguarda gli errori che certamente sono presenti nelle soluzioni,
si prega di segnalarle per le correzioni del caso.

Esercizio n.1

Traccia

Determinare le coordinate del centro e le equazioni parametriche dell’asse cen-
trale del seguente sistema parallelo di vettori applicati:

P1 = (—1, ]., 0) Vi = —361 —€9 —2(—33
Py, = (—1, 1, —1) Vo = 6e; +2e, +4es
P3 = (1, 07 1) V3 = 981 +362 +6e3

Soluzione

Affinché esista ’asse centrale ¢ necessario che il risultante del sistema sia non
nullo. Affinché esista il centro, oltre alla condizione precedente, & inoltre neces-
sario che il sistema di vettori sia parallelo. Verifichiamo la prima condizione:

3
R:ZVi:V1+V2+V3:
i=1
= (—361 — ey — 2(—33) + (661 + 2es + 463) + (961 + 3es + 663) =
=(-34+64+9e1+(—1+2+3)ea+(—2+4+6)es =
= 12e; + 4e5 + 8esz
quindi il risultante effettivamente € non nullo.

Verifichiamo la seconda condizione, calcolando i versori dei tre vettori. Cal-
coliamo prima i moduli:

Vil = V(3P (1) + (222 = VT 4= V4
val = V(6)2+(2)2+ (4)2 =36 +4+ 16 =56 =4 x 14 =214
vsl = V92 +3)2+(6)2=v8T+9+36=v126=9x 14=3V14




quindi i versori:

—3e; —ey —2 1
u = Vi = 361 2 s = — (361 + e + 263)

i V14 V14
2 6e, + 2e; + 4es

1

2 [va 2v/14 Jizen ezt 2e)
A 9e; + 3es + Ge 1

u; = 3 _ ! 2 3 (3(—31 +e2+2e3)

vsl ~ 3/ V4

Poiché, a meno del segno, i tre versori sono uguali, i tre vettori sono paralleli.
Questo si poteva vedere anche osservando che valgono le relazioni:

Vi = Vi
Vo = —2V1
V3 = —3V1

ovvero che i tre vettori sono paralleli ad uno stesso vettore. Queste relazioni
possono anche essere usate per ottenere i moduli dei vettori vo e vs, noto il
modulo di vy. Infatti:

|V2| = ‘72V1|:2|V1|:2\/14
‘ — 3V1| = 3|V1| = 3\/14

[val

evitando cosi un po’ di calcoli.

Conviene calcolare prima il centro, in quanto risultera poi piu semplice il
calcolo dell’asse centrale. Il centro & dato dalla formula seguente (si osservi
che il punto O puo essere sostituito da qualsiasi punto a nostra scelta, ma per
semplicita di calcolo conviene scegliere questo):

Yoy vi(Pi = 0)
Z?:l Ui

dove le v; sono le componenti dei vettori v; sul versore del sistema. Come
abbiamo gia visto, in un sistema parallelo tutti i vettori hanno, a meno del
segno, lo stesso versore. Possiamo scegliere ad arbitrio uno di questi due versori
come versore del sistema, e per ridurre il numero di segni meno che compaiono
nei calcoli conviene scegliere il versore concorde con il risultante, ovvero:

C=0+

1
u=—(3e; + e+ 2e
\/ﬂ( 1 2 3)

Dato che u ¢ discorde con u; e concorde con us e ug, risulta:

vi = |viju; = —|viju=—v14u
Vo = |V2‘l,l2 = ‘V2|u = 2v/14u

V3 |vslusg = |vsju = 3v14u



e quindi:

v, = viru=—V1ldu-u=-v14
vy = Vveru=2vV1du-u=2vV14
v3 = vz-u=3vV1ldu-u=3vV14

Calcoliamo i vettori P; — O:

P -0

P,—-0

P; -0

= (~1,1,0) = (0,0,0) = (—1 — 0)ey + (1 — 0)es + (0 — O)e3 =
—e; + ey

(~1,1, 1) — (0,0,0) = (—1 — O)es + (1 — O)es + (~1 — 0)es =
= —ej]+ey—e3

(1,0,1) — (0,0,0) = (1 — 0)es + (0 — 0)es + (1 — O)es =

= (S3] +e3

Possiamo a questo punto applicare la formula del centro, ottenendo:

C:

O+Ul(Pl_O)+U2(P2_O)+U3(P3_O) _
’U1—|—UQ+’U3

—V14(—e; +e2) +2V14(—e; +es — e3) + 3V14(e; + e3)

= 0O+ =
—V14 + 2v/14 + 3+/14
—(—e1 + eg) + 2(—91 + ey — eg) + 3(61 + 93)
= 0O+ =
14243
_ O+el76272614’26272634’3614’363:
(1-2+3)e1+(—1+2)es+ (—2+3)es
= 0O+ 1 =
. 2e; +es +e3 . 1 1 1 .
= O+ 1 —(0,0a0)+2e1+482+4e3—
1 1 1 111
= (O+§’O+Z’O+Z)_(§’Z’Z)
In definitiva il centro ¢ dato da
C=(3717)

A questo punto calcolare I’asse centrale ¢ semplice, utilizzando la formula seguente,
valida solo per sistemi paralleli:

Pt)=C+tR teR

che diventa:

111
P(t) = (§,Z,Z)+t(12e1+4e2+8e3):
1 1 1
= (=+12t, = +4t,— + 8t teR
(2+ ,4+ 74+ ) c



In definitiva ’asse centrale ¢ dato da

P(t)=(3+12t,1 +4t, 1 +8) teR

o in coordinate:

x(t) =1 +12¢
y(t):§+4t teR
Z(t)zz+8t

E’ possibile calcolare le equazioni parametriche dell’asse centrale anche uti-
lizzando la formula generale, valida anche per sistemi non paralleli, anche se
richiede piu calcoli:

R x MO

P(t)20+m7|2

+tR teR

Per applicare questa formula dobbiamo calcolare il momento polare risultante
rispetto al polo O:

3
Mo = > (P=0)xv;=
i=1
= (PP-0)xvi+(Po—0)xvy+ (P3—0)xvg=
e ($D) €3 e €9 €3 e ey es3
= |-1 1 O0f+|-1 1 —-1{+|1 0 1|=
-3 -1 -2 6 2 4 9 3 6
= (—2-0)e;—(2—0)ea + (1 +3)ez +
+(4+2)e; —(—4+6)es+ (—2—6)es +
(0—3)e; — (6 —9)ex + (3—0)es
—2e; — 2es + 4e3 + 6e; — 2e; — 8es — 3e; + 3ey + 3ez =
= (—2+6-3)e; +(-2—-2+3)ea+(4—8+3)ez =

€] — €y —e3
Calcoliamo ora il prodotto vettoriale tra il risultante e il momento risultante:
(S5 €9 €3

RxMp = |12 4 8|=(—4+8)e; —(—12—8)es + (—12 —4)es =
1 -1 -1

= 4de; + 20ey; — 16eg3

e il modulo quadro del risultante:

IR|> =122 + 4% + 8% = 144 + 16 + 64 = 224



A questo punto applichiamo la formula generale dell’asse centrale e otteniamo:
4eq1 + 20e; — 16e3
224

1

5 1
= 0+ — —ey — — t(12 4 =
+56e1+56e2 14e3+ (12e1 + 4ey + 8e3)

1 5 1
= (0,0,0) + (= + 12¢ — 44 - -
(0,0,0) + (55 + 12t)er + (=5 +4t)er + (—7; +8t)es
5

1 1
= (—=+12t,— +4t,—— + 8t te R
(56+ ’56+ , 14+ ) €

Il fatto che il risultato sia diverso da quello trovato precedentemente € dovuto
al fatto che una stessa retta ammette infinite rappresentazioni parametriche.
Le due equazioni trovate rappresentano la stessa retta in quanto sono parallele
(hanno lo stesso vettore direzionale (12,4,8)) e passano per uno stesso punto
(basta porre t = 9/224 nella seconda e si ottiene il centro).

Pt) = O+ +t(12e; + 4e; + 8e3) =

Esercizio n.2

Traccia

Dato un corpo solido piano e omogeneo, costituito da un rettangolo di lati 6a
e 4a, con un foro quadrato di lato 2a, come mostrato in figura, determinare la
posizione del baricentro G, nonché i momenti e prodotti di inerzia I, Iy, 1., Iy,
I., I,.., dove r ¢ la retta passante per ’'origine degli assi e inclinata di un angolo
0 = /4 rispetto all’orizzontale, mentre r’ & la parallela a questa passante per
il punto A = (0, 2a).

N

r [y

2a

Soluzione

Per la determinazione del baricentro possiamo osservare che il corpo, oltre a
essere omogeneo, € simmetrico tanto rispetto all’asse = che rispetto all’asse y,
quindi poiché se una figura e dotata di una retta di simmetria il baricentro
giacera su di essa, allora il baricentro si trovera all’incrocio di tali rette, ovvero

G = (0,0,0)



Per determinare le coordinate del baricentro possiamo anche utilizzare di-
rettamente la definizione:

G-0= % /(P —O0)p(z,y)dzdy

D
che in coordinate si scrive:
1
rg = M/wp(x,y)dxdy
D
_ (x,y)dxzd,
Yo = M yp\x,y)axay
D
zg = 0 (corpo piano)

dove M ¢ la massa del corpo:

Per un corpo omogeneo (p(z,y) = p, = cost.), come nel nostro caso, le formule
precedenti si riducono a:

1

TG = Z/:Edmdy

D
_ 1 dxd
Yye = A yaxray

D

za = 0 (corpo piano)
dove

A= /dxdy

D

¢ la misura della superficie del corpo.
Per un corpo costituito dall’'unione di due corpi di masse My, Ms, con bari-
centri G1, G2, la formula distributiva del baricentro si scrive

Ml(Gl - O) + MQ(GQ - O)

G-0=
My + M,

Nel caso di un corpo che presenta un foro (il dominio puo essere scritto come
il complemento di due domini pilt semplici), come nel nostro caso, possiamo
considerare l’'intero corpo come 'unione di due corpi, uno dato dal corpo senza
considerare il foro, e un corpo avente la forma del foro e densita di segno op-
posto rispetto al primo corpo. Per corpi omogenei di questo tipo la formula
distributiva precedente diventa:

G1—0) — Ax(G2 — 0)

_ A
G-0= o




Per applicare questa formula calcoliamo dapprima le aree. Dato che i nostri due
corpi hanno la forma di figure geometriche semplici, possiamo calcolare le aree
utilizzando formule di geometria elementare (area del quadrato e del rettangolo),
ottenendo:

Ay = bxh=[(3a)— (-3a)] x [(2a) — (—2a)] = 24a*

Ay = P=[(a) - (—a))* =4a®
Alternativamente possiamo utilizzare la definizione di misura della superficie:

+3a +2a

A = dedy = [ do | dy = [x]T3%[y]"3e =
Z 3/ 2/ 2ol 3
— [(3a) — (-3a)] x [(20) — (~20)] = 2402

+a +a

A = [dvdy= [z [ay=lata)e -

Do —a —a

= [(a) = (=a)] x [(a) = (—a)] = 4a°
e naturalmente il risultato € lo stesso. Calcoliamo ora i baricentri delle due
figure
+3a +2a

= 1 dxd —L d dy = 1 [$_2}+3a[ ]+2a_
.TGI - Al Tax y — 24@2 rax y = 24a2 2 T3 y R
D+ —3a —2a
= L 480) - (3% x [(+20) - (—20)] = 50 x 4a =0
T 24422 = 48a2 =
1 1 +3a +2a 1 )
= — - dy — +3a1Y 1+2a _
(7eh A /ydwdy 21a? / dx / ydy = 51— [2] 739 5 J$2e
D+ —3a —2a
— L l(+30) — (<30)] X S[(+20)? — (~20)%] = ———6a x 0 = 0
T 24a? 2 = 48a2 =
1 1 +a +a 1 5
X
= — - dy = — [~ +ap,1ta _
Ta, e zdxdy 1a2 /xdw/ y 4@2[ 5 [Tey)Te
D»> —a —a
= Ll - (ca) x [(+) - (—0)] = 50 x 20 =0
T 4422 = 8a2 =
1 1 +a “+a 1 5
Yy
= — - dy = — +ajd 1+a _
YG, e /ydxdy 12 /dﬂc/y Y 10 ]9 5 s
Do —a —a

1 1 ) - 1 B
= @[(4‘@)—(—@)“5[(4-@) — (—a) ]—@ano_o

quindi G e G5 coincidono con il punto O, come era prevedibile, dato che anche
le figure componenti sono simmetriche rispetto ad entrambi gli assi coordinati.
Applicando la formula distributiva otteniamo che anche G coincide con O.



Passiamo ora al calcolo dei momenti di inerzia. Le definizioni generali per
figure piane sono le seguenti:
I = [ yple,y)dedy

2’ p(z,y)dzdy

@N
Il
O — O~ O~

I = [ (&®+y)p(z,y)dady = I, + I,
Iy = — / zyp(z,y)dzdy
D

che nel caso di figure omogenee diventano

I, = po/dewdy
D

I, = p0/$2d:cdy
D
D

I, = —po/acydacdy
D

Si osservi innanzitutto che, a differenza delle formule per il baricentro, la den-
sita non scompare. Altra cosa da osservare € che il momento di inerzia rispetto
all’asse z non e nullo, infatti il momento di inerzia rispetto a un asse puo an-
nullarsi se e solo se tutta la massa € concentrata sull’asse stesso.

Per figure che possono pensarsi come 'unione di figure pit semplici, i mo-
menti di inerzia sono additivi, discendendo questa proprieta dalle proprieta el-
ementari degli integrali. Per figure che possono pensarsi come la differenza di
due figure piu semplici, i momenti di inerzia si sottraggono, utilizzando lo stesso
metodo di considerare il dominio da sottrarre come una figura di densita di
segno opposto.



Determiniamo i momenti di inerzia del rettangolo, considerato pieno:

I

1
Iy

Il

Yy

+3a +2a 3
Y
Po/y2d$dy:/’0 / dz/ y*dy = polz]F35 x [3]1’%2 =
D1 —3a —2a
1 ; . 2 .
pol(+3a) = (=3a)] x 3[(+2a)* — (=20)°] = py6a x Z8a® = 32pya’
+3a +2a
ZL’
Po /idel’dy = o / 2*dx / dy = po[— 3 50 x [y)*5e =
D1 —3a —2a

1 . , 2.
pog[(+3a)“ —(=3a)’] x [(+2a) — (~2a)] = po§27a‘5 x da = T2pya’
I} + I = 32pga* + T2ppa’ = 104pya*

“+3a +2a N
-T a y a
—po/wydxdy: —po /wd /ydy— —pol 51450 x [ 51550 =
D4 —3a —2a

~pu3l(+30)? — (=30 x 3[(+20)* - (~20)"] = pe0 x 0 =0

Determiniamo ora i momenti di inerzia del quadrato, di densita —pg:

12

“+a “+a

3
—Po/ y*dedy = —Po/dm/ y*dy = —polz] g x [%]tg =

D>

—pol(+a) — (—a)] x %[(—i—a)?’ — (—a)®] = —py2a x %ag = —§p0a4

+a “+a
:I: a a
—po/w2dwdy= —po/w2dw/dy— —pol5 120 x W] =
Do —a —a

—Po *

1 2 4
g[(ﬂl)g — (—a)’] x [(+a) = (—a)] = *Poga‘g X 20 = —2pa
4 4 8
L+1,= —50004 - §p0a4 = —5/)004
+a “+a
:L' a y2 +a
po | wydedy =po [ zdr [ ydy = po[7 J*a x S5 =

Do

po%[(+a)2 - (fa)Q} X %[(m)? —(—a) =p0x0=0



Quindi in definitiva:

I, = I!41?=32p,a* gpocfl = 9—32p0a4
I, = Iy1 + Iy2 = T2pya* — §p0a4 = Q—?pocfl
I, = I}+1?=104pya* - §p0a4 = %4%@4
Ly = L,+I7,=0+0=0
Riassumendo
I, = %poa‘1

I, = 3f_g4p0a4
Iy =0

Osserviamo che i risultati relativi ai prodotti di inerzia I, I;y e Izy potevano
gia essere ottenuti facendo le seguenti considerazioni: il corpo € omogeneo ed
¢ simmetrico rispetto al piano zy (come ogni figura piana), inoltre nel caso
specifico € simmetrico anche rispetto ai piani xz e yz, e tenendo conto che
quando un corpo omogeneo ha un piano di simmetria, ogni retta normale a tale
piano & un’asse principale d’inerzia rispetto al punto di intersezione col piano
stesso, ne risulta che gli assi z, y e z costituiscono una terna principale d’inerzia,
e quindi i prodotti d’inerzia saranno tutti nulli.

Determiniamo ora il momento d’inerzia rispetto alla retta r. Utilizziamo a
tale scopo la formula:

3
I, = g Inkopoy
h,k=1
dove I sono gli elementi della matrice d’inerzia, mentre ay, sono le componenti
del versore u della retta. La retta giace nel piano xy, e forma un angolo § = 7/4
con ’asse z, quindi avremo

u = cosfe; + sinfey
V2
a1 = cosfh=—
2
. V2
oy = sinf = —
2
a3 = 0

Essendo a3 = 0, nella somma si annulleranno tutti i termini con h o k pari a 3,
tenendo anche conto del fatto che i prodotti d’inerzia sono nulli, si ha
92 4,1 212 152,

1
I, = I,0% + Iya% = 3P0y + ?poa‘li =3 P

10



In definitiva

_ 152 4
In = 3= poa

Per determinare il momento di inerzia rispetto alla retta r’, utilizziamo il teo-
rema degli assi paralleli, che in formule si scrive

I+ = I, + Md?

Nel caso in esame la retta r passa per il baricentro ed ¢ parallela ad r’, quindi
coincide con la retta rg necessaria per applicare il teorema. La massa totale del
sistema e

M = M1 + MQ = pOAQ — p0A1 = 20p0a2

mentre la distanza tra le due rette € pari a meta della diagonale del quadrato,

ovvero )
d= 5\/52@ = \/§a

In casi piu complicati potrebbe essere necessario applicare la formula della dis-
tanza di un punto da una retta. L’equazione cartesiana implicita della retta r’
e

T—y+2a=0

e la distanza del baricentro da questa retta e

de lazo +byo +c| |1 x0—1x0+2a] —ﬁ—\/ia
Va2 + b2 12 4 (—1)2 V2

Calcoliamo infine il momento d’inerzia cercato:

152 152
I, = I.+Md*= Tpoa4 + 20pya® x (V2a)? = —=pya* + 20pya® x 2a% =

3
152

272
= TPO“4 +40pya’ = TPO“4

Quindi

_ 272 4
IT/ = T3 Pol

Esercizio n.3

Traccia

Dato il seguente campo di forze:
F=y2z+y)er +z(z+2y)ey

determinare se esso € conservativo, ed in caso positivo determinarne il potenziale.
Calcolare il lavoro che si compie sull’arco di curva di equazione y = 2, tra i
punti di ascisse 1 e 2. Se il campo e conservativo verificare che lo stesso risultato
si ottiene utilizzando opportunamente il potenziale.

11



Soluzione

Per determinare se il campo & conservativo, essendo un campo piano (la com-
ponente z ¢ nulla) & sufficiente verificare che le derivate incrociate delle sue due
componenti sono uguali tra loro, ovvero:

or, _ or,
oy Oz

dove F e I}, sono le componenti del campo:

F, x(z + 2y)

Facciamo la verifica:

OF, 0 0

o= (2 =—=(2 =922+ 2
9 ayy(gﬁ—&-y) ay(wy—i—y) x4+ 2y
or, 0 0, B
e axm(a:—&—Qy)—az(x + 2zy) = 2z + 2y

quindi le derivate sono effettivamente uguali, quindi il campo & conservativo.
In realta sarebbe necessario verificare anche che il dominio in cui ¢ definito il
campo abbia o la proprieta di essere semplicemente connesso o di essere un
insieme stellato, ed essendo il dominio R2, gode di entrambe le proprieta. Per
un campo non piano la verifica va fatta verificando che il rotore del campo &
nullo. Il rotore & definito come:

€1 € €3

rtF = VxF=|2Z& & Z&|=
F, F, F,
B oF, OF, o + OF, OF, o + oF, OF, o
N oy 0z ! 0z or 2 ox dy 3
e la condizione
rotF =0
si traduce in
or. _ o1y
b, _ of.
9z ~  Ox
oFy _ OF,
oxr ~— Oy

e per un campo piano resta solo la terza condizione, che ¢ quella che abbiamo
applicato.

Determiniamo ora il potenziale del campo. Applichiamo a tale scopo la
formula seguente:

x

U@mz/ﬂ@mm+/@@@ﬁ

Zo

12



11 punto Py = (x0,yo) deve essere un punto arbitrario appartenente al dominio
dove il potenziale si annulla, e per semplicita scegliamo 1'origine degli assi (ri-
cordiamo che il potenziale ¢ definito a meno di una costante additiva, e quindi
con una opportuna scelta di questa costante possiamo farlo annullare il qualsiasi
punto del dominio). Abbiamo:

x Yy

Ulz,y) — / Fu(t,0)dt + / Fy (e, t)dt =

0 0
T

|
e
—~
[\
~
_|_
o
~~
&
_|_
O\@
=
8
_|_
[\
~
~—
IS8
|
O\c@
8
—~
8
_|_
[\
=
s
=
|

I
\c
K
[V}
4
N
&
X
N—
QU
~
I
&
[V}
\@
U
4~
+
&
t T
o
~
QU
4~
|
K
[\v]
=
o
+
&
"~
L
o
I

0
= 2’(y—0)+a(y®—0%) =2’y

In definitiva il potenziale &

(U(z,y) = ay(z+y)]|

Alternativamente & possibile determinare il potenziale utilizzando le relazioni
seguenti:

QU — f,
{%:Fy

Dalla prima ricaviamo:

Ulz,y) = /Fmdx: /y(2ﬂc+y)dﬂc = /(2xy+y2)d9c =

y/2xdm—|—y2/da¢::E2y+a:y2—|—c(y)

Facendone la derivata parziale rispetto a y:

oU 9

o = oy (z®y + 2y® + c(y)) = 2° + 2y +  (y)

e sostituendo nella seconda delle relazioni:

22+ 2zy + ¢ (y) = z(x + 2y)

da cui

e quindi



dove k € una costante arbitraria, che possiamo scegliere uguale a 0. Sostituendo
questo valore di ¢(y) nell’espressione del potenziale trovata precedentemente,
otteniamo infine:
U(z,y) = 2’y + 2y = zy(z +y)
che e lo stesso risultato trovato con l’altro metodo, grazie alla scelta k& = 0.
Calcoliamo ora il lavoro compiuto dal campo. Le equazioni parametriche
della curva sono le seguenti:

con derivate
2'(t) =1
y'(1) = 2

quindi l'integrale curvilineo che ci da il lavoro si scrive:

Q Q
L = (7)/F-dP:('y)/dex+Fydy:
P P

(Fo(t, )2 (t) + Fy(t,17)y' () dt =

(£(2t + 7)1+ t(t + 2t%)2t) dt =

I
— T TY—

2
(23 + 1 4 263 + 4t dt = /(4t3 + 5t1)dt =
1

1
_ 4 512 _ (o4 5 4 5\ _
= [t*+¢]=2"+2°) - (1" +1°) =
= (16+32) —(1+1) =48 -2 =146

In definitiva il lavoro &

Per calcolare il lavoro utilizzando il potenziale ci servono le ordinate dei punti
P e @, che si ottengono facilmente sostituendo le ascisse note nell’equazione
esplicita della curva, e otteniamo:

P = (1,1)
Q = (2,9
e possiamo ora calcolare il lavoro come differenza di potenziale:

L = Uyg—Up=U(2,4)—U(1,1) =
= 2x4x(244)—1x1x(14+1)=48—2=146

e come dev’essere otteniamo lo stesso risultato.
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Esercizio n.4

Traccia

Dato un punto materiale di massa m, vincolato a muoversi senza attrito sulla
circonferenza di equazione z2 + y? —4Rx — 2Ry + 4R? = 0, e soggetto, oltre che
alla forza peso, alla forza elastica F; = k(A — P), con A = (0,3R) e alla forza
Fy; = A(P — O) x e3. Determinare:

e l'equazione pura del moto;
e la reazione vincolare;
e le eventuali posizioni di equilibrio, con A = 2k, mg = 2kR;

e la reazione vincolare nei punti di equilibrio.

Soluzione

Cominciamo con il determinare il centro e il raggio della circonferenza. Questi
sono dati dalle seguenti formule:

—
:Eo - 2
b
yo — —

2
= (5)
r = (= -] —c
2 2
dove a e b sono i coefficienti dei termini lineari in z e y nell’equazione della
circonferenza, rispettivamente, mentre c € il termine noto, quindi

= —4R
b = —2R
¢ = 4R?

Sostituendo nelle formule precendenti troviamo:

4R 2R
C = (20,%,0) = (_7a _7’0) = (2R, R,0)
” = (2R)’+(R)’—4R*=FR’

quindi il parametro R che compare nell’equazione corrisponde proprio al rag-
gio della circonferenza. La circonferenza sara tangente all’asse x nel punto di
coordinate (2R,0,0).

Le forze a cui & soggetto il punto materiale sono le seguenti:

mg (forza peso)
Fi=k(A-P)
FQZ)\(PfO)Xeg
¢ (reazione vincolare)
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Scomponiamo queste forze lungo le direzioni del triedro di Frenet costruito nel
punto geometrico in cui si trova al tempo ¢ il punto materiale. I versori del
triedro di Frenet per la circonferenza sono:

t = —sinfe; + cos fe,
n = — cosfe; — sinfe,
b= €3

dove 6 & I'angolo formato dalla semiretta di origine il centro del cerchio e par-
allela e concorde con ’asse x e la semiretta con la stessa origine e passante per
la posizione del punto P, misurato in senso antiorario.

La forza peso si puo scrivere:

mg = —mges

e le sue componenti nella terna considerata sono le seguenti:

(mg): = mg-t=—mges - (—sinfe; + cosfez) = —mgcosl
(mg), = mg-n=—mges-(—cosbe; —sinfey) = mgsinb
(mg)y = mg-b=—mges-e3=0

La reazione vincolare si puo scrivere:

¢ = ¢t+p,n+ @b =¢,n + ¢, b

dove abbiamo tenuto conto del fatto che il vincolo & privo di attrito, e quindi
la componente lungo la direzione tangente al vincolo della reazione vincolare &
nulla. Evidentemente:

(¢)t = ¢-t=¢,=0
(@) = ¢ n=9,
(@ = &-b=g,

Andiamo adesso ad esaminare le altre due forze. Per scrivere in modo esplicito
la forza F; abbiamo bisogno delle coordinate del punto P, che da semplici
considerazioni geometriche risultano:

P = (xz0+ Rcosb,yo+ Rsinb,0)

dove xq e yo sono le coordinate del centro del cerchio, quindi nel caso in oggetto
le coordinate diventano:

P=(2R+ Rcosf,R+ Rsinf,0) = R(cos@ + 2,sinf + 1,0)
quindi otteniamo:

A—P=R(0,3,0) — R(cos 0 +2,sin0+1,0) = —R[(cos§ + 2)e; + (sin — 2)es]
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quindi:
Fi1 =k(A—P)=—kR[(cosf + 2)e; + (sinf — 2)es]

Le componenti della forza F sulla terna sono:
(F1): = Fi1-t=—kR[(cosh+2)e; + (sinf — 2)e3] - (—sinbe; + cosbes) =

—kR[(cos + 2)(—sinf) + (sinh — 2) cos ] =
—kR[—cosfsinf — 2sin6 4 cos@sinf — 2 cos 0] = 2kR(cos 0 + sin 6)

(F1)n, = Fi-n=—kR[(cosf+ 2)e; + (sinf — 2)es] - (— cosfe; —sinfey) =
= —kR|(cosf + 2)(—cosf) + (sinf — 2)(—sinf)] =
= —kR[—cos’0 —2cosf —sin® 0 + 2sin ] = kR(2cos 0 — 2sin 6 + 1)
(F1)p = Fi1-b=—kR[(cosf+2)e; + (sinf — 2)es] -e3 =0

Determiniamo ora la forza Fs. 1l vettore P — O & dato da:
P—0=R(cosf+2,sin6+1,0) — (0,0,0) = R[(cos b + 2)e; + (sinf + 1)es]

Determiniamo il prodotto vettoriale con es:

(3] €9 €3
(P—0O)xe3 = |R(cos@+2) R(sinf+1) 0|=
0 0 1

= [R(sinf+ 1) — Ole; — [R(cosf + 2) — Olea + (0 — O)es =
= R(sinf + 1)e; — R(cos + 2)eq =
= R[(sinf + 1)e; — (cosf + 2)eq] =

Osserviamo che il risultato si poteva ottenere anche utilizzando le relazioni:

e Xey = e3
€y Xe3 = e;
€3 Xe3 = e
e quindi
(P—0)xe3 = Rl(cosf+2)e;+ (sinf + 1)es] x 3 =

= R(cosf+2)(—e2) + (sinh + 1)eq] =

[(
= R[(cosf+2)e; X e3+ (sinf + 1)ey x e3] =
[(
= R[(sinf + 1)e; — (cosf + 2)es)

In definitiva la forza Fo € data da

Fy = AP —0) x e3 = AR[(sinf + 1)e; — (cos + 2)eq]
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e le sue componenti sono:
(F2); = Fo-t=AR[(sinf + 1)e; — (cosf + 2)es] - (—sinfe; + cosbey) =

AR|[(sinf + 1)(—sin#) — (cos + 2) cos ] =
AR[—sin® 0 — sinf — cos? @ — 2cos 0] = —AR(2cosd + sinf + 1)

(F3)r, = Fo-n=AR[(sinf+ 1)e; — (cosb + 2)es] - (—cosbe; —sinbey) =
= AR|[(sinf + 1)(—cosf) — (cosf + 2)(—sinf)] =
= AR[—cosfsinf — cosf + cosfsind + 2sin ] = —AR(cos — 2sin6)
(F2)p = Fa-b=AR|[(sinf + 1)e; — (cosf +2)ez]-e3=0

Adesso abbiamo tutti gli elementi per scrivere ’equazione pura del moto, che ¢
data da

ma-t = mROI=(F+¢) t=(mg+F +Fy+0) t=
= —mgcosf + 2kR(cosf + sinf) — AR(2cosf + sinf + 1) =

= R (—% +2k—2)\)cos0—|—(2k—)\)sin0—/\}

ovvero:

ml = (== + 2k — 2X) cos 0 + (2k — \)sinf) — A

Allo stesso modo possiamo determinare la reazione vincolare:

ma-n = mRi = (F+¢) n=(mg+F,+F,+¢) n=
mgsin® + kR(2cos0 — 2sinf + 1) — AR(cos @ — 2sin ) + ¢,, =
(2kR — AR) cos 6 + (mg — 2kR + 2AR) sinf + kR + ¢,,

da cui

¢, =mRO" — (2kR — AR) cosf — (mg — 2kR + 2\R)sinf — kR

E per la componente binormale:

ma-b=0=(F+¢)-b=(mg+F,+Fa+¢) -b=¢,

Determiniamo ora le posizioni di equilibrio. Bisogna cercare una soluzione
stazionaria dell’equazione pura del moto, ovvero una soluzione del tipo 6(t) = 6,
oVVero:

da cui

(f% 2k — 2)\) cosfy + (2k — A)sinfy — A =0

sostituendo le relazioni A = 2k e mg = 2k R 1’equazioni si semplifica in

(—2k + 2k — 4k) cos 0y + (2k — 2k) sin Oy — 2k
= —2k(2cosfp+1)=0
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ovvero

cosfy = —=
che ha soluzioni
— 12
0, = +37T
—_2
92 = 37T

La reazione vincolare, con le relazioni tra A\, k e mg diventa:

¢, = —(2kR—2kR)cosfy— (2kR —2kR + 4kR)sinfy — kR =
—kR(4sinf + 1)

che nei due punti di equilibrio trovati diventa

o) = —kR(+2V3 + 1)

o) = —kR(-2V3+1)
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